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摘 要： 中心引力优化算法（ＣｅｎｔｒａｌＦｏｒｃｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）是一种新型的基于天体力学的多维搜索优化算法．这是一
种确定性的优化算法，该算法利用一组“质子”在引力作用下的运动，搜索决策空间最优值．但该算法仍然有局部收敛
的特点．本文对该算法中质子运动方程做了分析研究，利用天体力学中的摄动理论对算法进行了改进，给出了改进后
的新的ＣＦＯ算法的迭代公式，并且对新的公式进行了分析．最后实验结果表明针对 ＣＦＯ算法的摄动改进可以使得搜
索质子跳过ＣＦＯ空间中的局部解，使得算法收敛精度和速度都有了不同程度的提高．
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１ 引言

中心引力优化算法（ＣｅｎｔｒａｌＦｏｒｃｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）是
一种确定性的启发式算法，该算法可以实行多维全局的

优化搜索［１］．算法来源于万有引力动力学．
目前几乎所有的启发式的优化算法都是基于某种

自然界的隐喻，比如近几年刚出现的ＧＳＯ算法［２］，该算
法是一种全新的最优化算法，很好地运用了动物种群搜

寻资源行为的特性———一个或若干个带领群体的首领

（Ｐｒｏｄｕｃｅｒ），跟随首领并分享搜寻成果的大多数群体成

员（ｓｃｒｏｕｎｇｅｒ），以及部分脱离群体的“掉队者”（ｒａｎｇｅｒ），
此算法对最优化问题中的各变量进行描述，并对寻优方

式进行模拟．其他还有一些常见的优化算法比如：粒子
群优化算法［３，４］和蚁群优化算法［５～７］．以上这些算法都
会有一些随机的特征．随机优化算法的每一次的运行都
会得到不同的结果．ＣＦＯ算法是一种确定性的优化算
法，因为万有引力规则和物理的现象都是确定性的．确
定性的算法有着许多的优点，比如该算法可以采用确定

性的数据．算法每一次执行，同样的起始数据可以得到
同样的结果，所以该算法执行期间可以使用反馈的方
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此算法最近几年才出现，还没有相关的中文论文，笔者根据算法来源于天体的万有引力，所以暂译为中心引力算法．
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法实时调整参数．ＣＦＯ算法通过一组质子在决策空间
搜索最优值．质子类似于粒子群算法的粒子和蚁群算
法的蚂蚁，但搜索方式有相当大的不同．

ＣＦＯ算法是由ＲＡＦｏｒｍａｔｏ在２００７年最先提出的．
目前的研究处于初级阶段．文献［１］最先提出了基本
ＣＦＯ算法，指出在三维空间中在大质量天体的轨道周围
聚集小的天体，由此作者提出了 ＣＦＯ算法，并将该算法
应用于一些电磁学优化装载问题，取得了一些成果．文
献［８］将算法应用到训练人工神经网络对数据分类，并
且与 ＰＳＯ训练进行比较，文中采用了三种模型，采用了
Ｉｒｉｓ数据作为训练和测试集，最后结论 ＣＦＯ算法是一种
新的启发式算法，性能优越．文献［９］将该算法应用于
管道的泄漏和摩擦因子校准的问题上，结果说明该算

法有效．文献［１０］将算法与 ＮｅｌｄｅｒＭｅａｄ算法相结合提
出了混合型算法，取得好的效果．该算法在其他研究领
域也有了一定的应用［１１，１２］．文献［１３］提出了改进的方
案，利用算法对初始参数敏感的特点，在初始利用质子

不同的分布，多次的运行，得到最好的结果．但是改进
后，并没有避免局部收敛性．目前还没有避免局部收敛
的改进算法．

与其他的算法不同，ＣＦＯ在搜索过程中，当质子“陷
入”局部最优时，由于引力作用，可将其从局部最优中

“拉出”，继续搜索．在搜索中，这个过程会不断反复，收
敛速度和精度受到影响．所以对算法进行改进，避免质
子陷入局部最优“陷阱”，显得很重要．

本文利用天体力学的摄动理论对 ＣＦＯ算法局部收
敛性能进行了改进，给出了改进后的新的迭代模型，并

对新的模型进行了分析，指出了质子在摄动力存在下

的运动规律，并说明正是由于摄动力的存在，产生了摄

动增量使得质子跳过局部最优“陷阱”，继续在全局范

围搜索．实验结果说明了质子跳过局部最优“陷阱”，可
以有效的提高算法收敛的速度和精度．

２ 基本ＣＦＯ优化算法

ＣＦＯ算法［１］定位目标函数 ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮｄ）全局最

大值在空间区域Ω：ｘｍｉｎｉ≤ｘｉ≤ｘｍａｘｉ，１≤ｉ≤Νｄ，ｘｉ是Ｎｄ
维空间的变量，ｉ是坐标数，Νｄ是决策空间的维数．算
法有两个运动方程式（１）和（２）．

ａｐｊ－１＝Ｇ∑
Ｎｐ

ｋ＝１，ｋ≠ｐ
Ｕ（Ｍｋｊ－１－Ｍｐｊ－１）·（Ｍｋｊ－１－Ｍｐｊ－１）α

×
（Ｒｋｊ－１－Ｒｐｊ－１）
Ｒｋｊ－１－Ｒｐｊ

 

－１β
（１）

Ｒｐｊ＝Ｒｐｊ－１＋ａｐｊ－１，ｊ≥１ （２）

ａｐｊ－１是 ｐ在第ｊ－１步的加速度，Ｒｐｊ＝∑
Ｎｄ

ｋ＝１
ｘｐ，ｊｋｅｋ是

质子在第ｊ步的位置向量．ｘｐ，ｊｋ 是它在第ｋ维的坐标，ｅｋ
是沿ｘｋ轴的单位向量．Ｎｐ和Ｎｔ代表总质子总数和总共
的迭代步数．

Ｍｐｊ－１＝ｆ（ｘｐ，ｊ－１１ ，ｘｐ，ｊ－１２ ，…，ｘｐ，ｊ－１Ｎｄ
）是 ｐ在迭代步 ｊ

－１时的目标函数值．

Ｕ是一个单步函数，Ｕ（ｚ）＝
１， ｚ≥０
０，{ }ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

，

α和β分别是１和３，为了计算方便β取值１．
“质量”是一个根据质子位置变化的自定义的值．

具体算法参见文献［１］．

３ ＣＦＯ算法的摄动改进

ＣＦＯ算法的核心是对于加速度 ａ的求解．对于加
速度的进一步的分析，详见参考文献［１］．假设 ＣＦＯ空
间是由（ｅ１，ｅ２，…，ｅＮｄ）这组两两正交的单位向量所张
成一个 Ｎｄ维空间．（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮｄ）为质子 Ｐｉ在 ＣＦＯ搜
索空间中的坐标，在 ＣＦＯ算法中，质子组中任意一个质
子 Ｐｉ受到了目标函数值大的其余质子的引力的合力作
用，此合力称为中心体的引力．另外，在假设 ＣＦＯ决定
空间中还存在另一附加质子 ｑ质量为ｍｑ，ｑ对于 ＣＦＯ
空间中质子组存在万有引力，这样与摄动理论保持一

致．
设质子除了受到中心体的引力外还受到附加质子

ｑ的引力Ｆ，称为质子受到了摄动力 Ｆ的作用．由于有
摄动力的存在［１４，１５］，使得任一质子在 ＣＦＯ空间中存在
向着摄动力方向的加速度，则相应的运动方程都有如

下形式 ｘ＝ｘ０＋δｘ，其中 ｘ０是质子在无摄动力存在下
坐标，δｘ是摄动增量，此摄动称为坐标位置摄动．于是
质子在第 ｊ步的位置向量为：

Ｒｐｊ＝∑
Ｎｄ

ｋ＝１
（ｘｐ，ｊｋ ＋δｘ）ｅｋ，其中参数定义如式（１）．

由于有摄动力产生了摄动增量δｘ，当质子遇到局
部最优的“陷阱”时，此增量可以将使得质子绕过局部

最优，继续在全局范围搜索．下面将推导得出摄动力存
在下的质子加速度公式．

在 ＣＦＯ的Νｄ维空间中质子ｑ对于ｐｉ的距离和质
子组中任两个质子的距离是式（３）和（４）．

ｒｑｉ＝（∑
Ｎｄ

ｋ＝１
（ｘｑｋ－ｘｉｋ）２）

１
２ （３）

ｒｉｊ＝（∑
Ｎｄ

ｋ＝１
（ｘｉｋ－ｘｊｋ）２）

１
２ （４）

其中 ｘｉｋ表示质子ｉ的第ｋ维坐标．ｘｑｋ表示质子ｑ的第ｋ
维坐标．质子 ｑ受到质子组的引力式（５）．
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 在文献［１］都是采用了 ｐｒｏｂｅ，即探测器，笔者根据天体力学的
一些理论暂译为质子，即有质量的粒子．



Ｆｑｋ＝Ｇ
ｘｉｋ－ｘｑｋ
ｒ３０ｉ
ｍｑｍｉ１ （５）

其中 Ｆｑｋ表示质子ｑ的第ｋ维的引力分量．
式（５）是质子组中任意一个质子 ｉ对附加质子ｑ的

万有引力的第ｋ维分量，则根据牛顿第二运动定律整个
质子组中所有质子对附加质子 ｑ的引力和，所产生的
附加质子 ｑ的加速度为式（６）：

ｍｑ̈ｘｑｋ＝Ｇ∑
Ｎｐ

ｉ＝１

ｍｑｍｉ（ｘｑｋ－ｘｉｋ）
ｒ３０ｉ

（６）

其中 ｘ̈ｑｋ表示质子ｑ第ｋ维的坐标分量对于时间ｔ的二
阶导数，也就是加速度第 ｋ维的分量．式（１１）右边表示
的质子组中所有质子对附加质子引力的合力，所以用

了求和的符号．式（１１）左边是牛顿第二运动定律．
同理对于质子组中任意一个 Ｐｉ受到其余质子的引

力和 ｑ质子的共同作用，其运动方程式（７）．

ｍｉ̈ｘｉｋ＝Ｇ
ｍｑｍｉ（ｘｑｋ－ｘｉｋ）

ｒ３ｑｉ

＋Ｇ∑
Ｎｐ

ｊ＝１

ｍｉｍｊ（ｘｉｋ－ｘｊｋ）
ｒ３ｉｊ

，（ｊ≠ｉ）

（７）

现在作坐标平移，将坐标原点平移到 ｑ点，令在新
的坐标系中坐标分量用 Ｘ表示，则质子组中第 ｉ个质
子ｋ维在新的坐标系中存在如下关系：

ｘｉｋ＝ｘｑｋ＋Ｘｉｋ （８）
其中 Ｘｉｋ是第ｉ个质子在新的坐标系下的ｋ维坐标．用
式（６）两边消去 ｍｑ，式（７）两边消去 ｍｉ，代入式（８）得
到：

Ｘ̈ｉｋ＝ｘ̈ｉｋ－ｘ̈ｑｋ＝－Ｇ（ｍｑ＋ｍｉ）
ｘｉｋ
ｒ３ｑｉ

＋Ｇ∑
Ｎｐ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｍｊ（
ｘｉｋ－ｘｊｋ
ｒ３ｉｊ

－
ｘｊｋ
ｒ３ｑｊ
） （９）

其中 ｒｑｉ和ｒｑｊ是质子ｉ和ｊ到坐标原点的距离．ｍ的定义
与ＣＦＯ算法的定义保持一致．即 ＭＡＳＳＣＦＯ＝Ｕ（Ｍｋｊ－１－
Ｍｐｊ－１）·（Ｍｋｊ－１－Ｍｐｊ－１）α，α＝１，则 ｍｉ＝０，ｍｊ＝ＭＡＳＳＣＦＯ．
根据牛顿第二运动定律，式（６）描述了附加质子的

运动规律，式（７）描述了质子组中任意质子的运动规
律．当坐标发生平移以后，新旧坐标符合式（８），将其两
边求二阶导数，并将式（６）和（７）两边消去质量，再分别
代入式（８），并令 ｍｑ是单位质量的质子为 １，得到式
（９）．为了与式（１）的表示方法统一，将式（９）的 ｉ和ｊ换
成ｋ和ｐ得质子摄动力存在下，在ＣＦＯ算法空间迭代式
（１０）

ａｐｊ－１＝－Ｇ
Ｒｐｊ－１
Ｒｐｊ

 

－１β

＋Ｇ∑
Ｎｐ

ｋ＝１，ｋ≠ｐ
Ｕ（Ｍｋｊ－１－Ｍｐｊ－１）·（Ｍｋｊ－１－Ｍｐｊ－１）α

·（
Ｒｋｊ－１－Ｒｐｊ－１
Ｒｋｊ－１－Ｒｐｊ

 

－１β
－
Ｒｋｊ－１
Ｒｋｊ

 

－１β
） （１０）

其中β＝３．
利用式（１０）可以将基本 ＣＦＯ迭代算法修改，修改

后的算法如下：

１．初始时，质子还未开始运动是静止状态，设置 ａｐｊ－１＝０，质子初始位
置向量是随机的．
２．计算初始时的质子对应位置的目标函数值．
３．Ｆｏｒｊ＝０ｔｏＮｔ
·Ｆｏｒｐ＝１ｔｏＮｐ
如果有质子超出上界或是下界，则进行质子位置的调整［１］；

·Ｆｏｒｐ＝１ｔｏＮｐ
式（１）计算加速度，计算质子的位置 Ｒｐｊ＝Ｒｐｊ－１＋ａｐｊ－１
用式（１０）重新计算加速度，计算质子新位置 Ｒｐ，／ｊ ＝Ｒｐｊ－１＋ａｐｊ－１，

即在摄动力存在下的新位置；

计算这两个位置的目标函数值 Ｍｐｊ＝ｆ（Ｒｐｊ）和 Ｍ／ｐｊ ＝ｆ（Ｒｐ／ｊ），若

Ｍ／ｐｊ ＞Ｍｐｊ，则 Ｒｐｊ＝Ｒｐ，／ｊ ．

ＣＦＯ算法始终是求搜索空间中的最大值，这一点与
其他的随机优化算法有区别．

４ 质子的摄动运动方程分析

附加质子 ｑ质子提供的摄动力，让质子组中的质
子运动产生了摄动增量δｘ．正是由于摄动力产生了摄
动增量δｘ，此增量可以将使得质子绕过局部最优的陷
阱中，继续让质子在全局范围搜索．

本节进一步从理论上证明δｘ的存在．由于直接讨论
质子的坐标摄动比较困难，所以本文从质子坐标相关的

量，质子运动轨道根数的角度，来讨论轨道根数的摄动．最
后推导得到一个与质子运动方程 ｘ＝ｘ０＋δｘ相似的一个
基于轨道根数的运动方程，证得δｘ的存在．

介绍轨道根数的定义前，先介绍一个定理．
任一质子运动方程符合下列的偏微分方程［１６，１７］，

Ｎｄ是 ＣＦＯ空间维数．

Ｓ
ｔ
＋Ｈ（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮｄ；

Ｓ
Ｘ１
，Ｓ
Ｘ２
，…，Ｓ
ＸＮｄ

，ｔ）＝０ （１１）

其中 Ｘｒ（ｒ＝１，２，…，Ｎｄ）是质子在 Ｎｄ维空间中的坐标，
Ｈ是汉米尔顿函数，式（１６）的特征方程是：

Ｘｒ＝
Ｈ
Ｙｒ
，Ｙｒ＝－

Ｈ
Ｘｒ
（ｒ＝１，２，…，Ｎｄ） （１２）

其中 Ｘ为Ｘ对时间ｔ的一阶导数．
定理 如果函数 Ｓ＝Ｓ（Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮｄ，ｔ，α１，α２，

…，αＮｄ）＋α，是偏微分方程式（１１）的任意一个全积分，
（α１，α２，…，αＮｄ）为任意相互独立的积分常数，则有关系

式：
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βｒ＝
Ｓ
αｒ
，Ｙｒ＝

Ｓ
Ｘｒ
（ｒ＝１，２，…，Ｎｄ），所确定的函数：

Ｘｒ＝Ｘｒ（ｔ，α１，α２，…，αＮｄ；β１，β２，…，βＮｄ）

Ｙｒ＝Ｙｒ（ｔ，α１，α２，…，αＮｄ；β１，β２，…，βＮｄ）
为特征方程式（１６）的解，其中βｒ也是相互独立的积分
常数．

定理说明 ＣＦＯ空间迭代过程中，对于任意一个质
子位置可以通过其２Ｎｄ个积分常数来确定．当有了
摄动力以后，对于坐标位置的摄动，可以通过积分常数

的摄动来研究．
在天体力学中积分常数，称为轨道根数，本文中

ＣＦＯ算法中的质子运动和天体力学中质子运动相似，所
以仍然采用天体力学的称谓，即轨道根数的摄动．轨道
根数的摄动运动方程和坐标摄动运动方程 ｘ＝ｘ０＋δｘ
相类似，相应的摄动增量为δｃ．本节将研究ＣＦＯ算法中
任一质子的２Ｎｄ个轨道根数所产生的摄动．以下用
ｃｐｉ表示任意一个质子第ｉ个轨道根数，ｃｑｉ表示附加质子
的第ｉ个轨道根数，考虑质子组中任一质子其质量为
ｍ，附加质子质量 ｍｑ，则在 ＣＦＯ算法中任一质子的受摄
运动方程有以下形式：

ｃｐｉ＝ｍｑＦｉ（ｃｐ，ｃｑ，ｔ）
ｃｑｉ＝ｍＧｉ（ｃｐ，ｃｑ，ｔ }） （１３）

函数 Ｆｉ，Ｇｉ中的ｃｑ和ｃｐ表示所有的轨道根数．对
质子摄动方程的研究，就是要解式（１３），２Ｎｄ阶常微
分方程的问题．本文将主要研究质子组中任一质子轨
道根数，即 ｃｐｉ．

将式（１３），按照 ｍ幂级数展开为：
ｃｐｉ＝ｃ（０，０）ｐｉ ＋ｍｃ（１，０）ｐｉ ＋ｍｑｃ（０，１）ｐｉ ＋ｍ２ｃ（２，０）ｐｉ

＋ｍｍｑｃ（１，１）ｐｉ ＋ｍ２ｑｃ（０，２）ｐｉ ＋ｍ３ｃ（３，０）ｐｉ ……

ｃｑｉ＝ｃ（０，０）ｑｉ ＋ｍｃ（１，０）ｑｉ ＋ｍｑｃ（０，１）ｑｉ ＋ｍ２ｃ（２，０）ｑｉ

＋ｍｍｑｃ（１，１）ｑｉ ＋ｍ２ｑｃ（０，２）ｑｉ ＋ｍ３ｃ（３，０）ｑｉ










……

（１４）

其中 ｃｊ，ｋｐｉ为展开式中的系数，只要求出这些系数，代入
式（１４），就可以得到摄动运动方程的解，证得轨道根数
摄动增量δｃ存在性，进一步也可以证得坐标摄动增量

δｘ存在．将函数 Ｆｉ，按照二重马克劳林级数展开为：

Ｆｉ＝（Ｆｉ）０＋ｍ（
Ｆｉ
ｍ
）０＋ｍｑ（

Ｆｉ
ｍｑ
）０＋

１
２［ｍ

２（
２Ｆｉ
ｍ２

）０＋２ｍｍｑ（
２Ｆｉ
ｍｍｑ

）０

＋ｍ２ｑ（
２Ｆｉ
ｍ２ｑ

）０］＋











……

（１５）

其中（Ｘ）０表示在 Ｘ中求过导数后再令ｍ＝ｍｑ＝０．但
是 ｍ和ｍｑ隐含在ｃｐｉ，ｃｑｉ中．它们已经展开为 ｍ和ｍｑ的
幂级数的形式，即式（１４）．因此有

Ｆｉ
ｍ
＝∑

２Ｎｄ

ｓ＝１
（
Ｆｉ
ｃｐｓ
ｃｐｓ
ｍ

＋
Ｆｉ
ｃｑｓ
ｃｑｓ
ｍ
）

Ｆｉ
ｍｑ

＝∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
（
Ｆｉ
ｃｐｓ
ｃｐｓ
ｍｑ

＋
Ｆｉ
ｃｑｓ
ｃｑｓ
ｍｑ
）

对 ｍ和ｍｑ的高次的微商也可以进行下去．
由上式可得：

（
Ｆｉ
ｍ
）０＝∑

２Ｎｄ

ｓ＝１
［（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（１，０）ｐｓ ＋（

Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（１，０）ｑｓ ］

（
Ｆｉ
ｍｑ
）０＝∑

２Ｎｄ

ｓ＝１
［（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（０，１）ｐｓ ＋（

Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（０，１）ｑｓ ］

代入式（１４）可得：
Ｆｉ（ｃｐ，ｃｑ，ｔ）＝（Ｆｉ）０

＋ｍ∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
［（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（１，０）ｐｓ ＋（

Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（１，０）ｑｓ ］

＋ｍｑ∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
（
Ｆｉ
ｃｐｓ
ｃｐｓ
ｍｑ

＋
Ｆｉ
ｃｑｓ
ｃｑｓ
ｍｑ
）＋… （１６）

以式（１４）和式（１６）代入式（１３）两端可得：
ｃ（０，０）ｐｉ ＋ｍｃ（１，０）ｐｉ ＋ｍｑｃ（０，１）ｐｉ ＋ｍ２ｃ（２，０）ｐｉ ＋

ｍｍｑｃ（１，１）ｐｉ ＋ｍ２ｑｃ（０，２）ｐｉ ＋ｍ３ｃ（３，０）ｐｉ …

＝ｍｑ（Ｆｉ）０＋ｍｍｑ∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
［（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（１，０）ｐｓ ＋（

Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（１，０）ｑｓ ］

＋ｍ２ｑ∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
（
Ｆｉ
ｃｐｓ
ｃｐｓ
ｍｑ

＋
Ｆｉ
ｃｑｓ
ｃｑｓ
ｍｑ
）＋













…

（１７）
比较两端 ｍ和ｍｑ的同次幂系数可得：

ｃ（０，０）ｐｉ ＝０， （１８）
ｃ（１，０）ｐｉ ＝０
ｃ（０，１）ｐｉ ＝（Ｆｉ）０＝Ｆｉ（ｃ（０，０）ｐ ，ｃ（０，０）ｑ ，ｔ}） （１９）

ｃ（２，０）ｐｉ ＝０

ｃ（１，１）ｐｉ ＝∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
［（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（１，０）ｐｓ ＋（

Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（１，０）ｑｓ ］

ｃ（０，２）ｐｉ ＝∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
［（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（０，１）ｐｓ ＋（

Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（０，１）ｑｓ











］

（２０）

高次项可以一直推导下去，可得一般项的表达式．
由式（１８）得到 ｃ（０，０）ｐｉ 应为常数相对于ｍｑ等于０的情况，
即附加质子质量为０为无摄运动．简记为：ｃ（０）ｐｉ，一共有
２Ｎｄ个．在式（１９）中 ｃｐｉ的展开式中为ｍｑ的一次幂系
数，是轨道根数的一阶摄动．其中除了等于０者以外，还
有 ｉ．

ｃ（０，１）ｐｉ ＝（Ｆｉ）０＝Ｆｉ（ｃ（０）ｐ，ｃ（０）ｑ，ｔ） （２１）
其中（Ｆｉ）是关于轨道根数的已知函数［１６，１７］，上式表明，
在（Ｆｉ）中，质子的轨道根数都用初值，应为常数，（Ｆｉ）可
以表示为时间的显函数，可以直接积分求出 ｃ（０，１）ｐｉ ．因此
一阶摄动，结果为
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ｃｐｉ＝ｃ（０）ｐｉ＋ｍｑｃ（０，１）ｐｉ （２２）
含有二次幂因子的项，叫做二阶摄动，即在式（２０）

中的项．除掉等于０的因子外，还有：

ｃ（１，１）ｐｉ ＝∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
（
Ｆｉ
ｃｑｓ
）０ｃ（１，０）ｑｓ

ｃ（１，２）ｐｉ ＝∑
２Ｎｄ

ｓ＝１
（
Ｆｉ
ｃｐｓ
）０ｃ（０，１）










ｐｓ

（２３）

其中 ｃ（０，１）ｐｓ 和ｃ（１，０）ｑｓ 已经求得，其余各量为已知，积分得

二阶摄动结果为：

ｃｐｉ＝ｃ（０）ｐｉ＋ｍｑｃ（０，１）ｐｉ ＋ｍｍｑｃ（１，１）ｐｉ ＋ｍ２ｑｃ（０，２）ｐｉ （２４）
在一阶摄动下，令δｃ１＝ｍｑｃ（０，１）ｐｉ ，二阶摄动，令δｃ２

＝ｍｑｃ（０，１）ｐｉ ＋ｍｍｑｃ（１，１）ｐｉ ＋ｍ２ｑｃ（０，２）ｐｉ 得到摄动方程

ｃｐｉ＝ｃ（０）ｐｉ＋δｃ１ （２５）
和 ｃｐｉ＝ｃ（０）ｐｉ＋δｃ２ （２６）
其中 ｃ（０）ｐｉ为未施加摄动力的轨道根数，也是算法改进前
的轨道根数．式（２５）和（２６）说明改进后的摄动力存在下
的轨道根数等于无摄运动轨道根数与摄动增量的和．
正是由于摄动增量的存在使得质子的运动在原来基础

上产生了偏移，跳过了局部最优的“陷阱”．
式（２５）和（２６）与摄动运动方程 ｘ＝ｘ０＋δｘ（其中 ｘ０

是质子在无摄动力存在下坐标，δｘ是摄动增量）存在一
致性，由定理中的公式及其轨道根数摄动运动方程，可

以通过δｃ相应的推导出坐标摄动δｘ．相关的推导过程
和坐标摄动的概念，可以参见文献［１７，１８］．

５ 实验结果及其性能分析

下面通过几个 ｂｅｎｃｈｍａｒｋ函数优化问题测试本文
算法的性能，并与文献［２，３，４，１９］标准粒子群算法（ＳＰ
ＳＯ），种群优化算法（ＧＳＯ），和标准 ＣＦＯ算法（ＳＣＦＯ）的
测试结果进行比较．摄动 ＣＦＯ简写为 ＤＣＦＯ．最后比较
的结果说明了 ＤＣＦＯ算法在收敛精度和收敛速度方面
要优于其他的随机优化算法．

本节通过ｍａｔｌａｂ对几种ｂｅｎｃｈｍａｒｋ函数进行仿真实
验．这几种函数分别为：

ｆ１＝－∑
Ｎｄ

ｉ＝１
（ｘ２ｉ－１０ｃｏｓ（２πｘｉ）＋１０），－５．１２≤ｘｉ≤５．１２

ｆｍａｘ＝０

ｆ２＝－∑
Ｎｄ－１

ｉ＝１
［１００（ｘｉ＋１－ｘ２ｉ）２＋（ｘｉ－１）２］，－３０≤ｘｉ≤３０

ｆｍａｘ＝０

ｆ３＝∑
Ｎｄ

ｉ＝１
［ｘｉｓｉｎθ（ ｘ槡 ｉ）］，－５００≤ｘｉ≤５００

ｆｍａｘ（１０）＝４１８９．８ ｆｍａｘ（３０）＝１２５６９．５

ｆ４＝２０ｅｘｐ（－０．２
１
Ｎｄ∑

Ｎｄ

ｉ＝１
ｘ２槡 ｉ）＋ｅｘｐ［

１
Ｎｄ∑

Ｎｄ

ｉ＝１
ｃｏｓ（２πｘｉ）］

－２０－ｅ，－３２≤ｘｉ≤３２
ｆｍａｘ＝０
其中 ｆ３函数在 １０维和 ３０维的最优值为 ４１８９８和
１２５６９５．仿真实验的结果如表１所示．表中部分数据来
源于文献［２，３，４，１９］，参数设置同参考文献．Ｏｐｔｉｍａｌｆ
表示理论上的函数全局最大值 ＣＦＯ算法是搜索目标函
数的全局最大值，这点与其他优化算法有区别，所以在

测试函数前都添加了负号．Ｄｉｍ表示维数．
由于表１中其他的算法都是随机优化算法，要求统

计意义的性能评估，所以表１中是算法运行１００次的平
均值．而 ＣＦＯ算法是确定性的算法，同样的初始参数，
运行多次都有同样的结果．

表１ 几个ｂｅｎｃｈｍａｒｋ函数的算法比较

ＤＩ ＳＰＳＯ ＧＳＯ ＳＣＦＯ ＤＣＦＯ

ｆ１
１０ －０．５６３２ －１．２４５７ －０．３４３ －１．３４ｅ－３

３０ －２０．７８６３ －１．０１７９ －３．５２ｅ－６ －２．３４ｅ－８

ｆ２
１０ －５．５９６０ －０．３２５４ －０．１２４５ －０．１１３ｅ－２

３０ －３７．３８５２ －４９．８３５９ －２．１７２ｅ－２ －４．２１２ｅ－４

ｆ３
１０ ２６３５．６１３ ４１８１．２３１ ４１９０．２５５ ４１８９．７４１２

３０ ６７０３．６１２ １２５６９．４９ １２５６９．４９ １２５６９．５０１

ｆ４
１０ －２．６３３ｅ－４ －３．２５５ｅ－３ －０．５ｅ－５ －０．１２ｅ－８

３０ －１．３４０ｅ－３ －２．６５５ｅ－５ －１．５ｅ－７ －３．４３ｅ－１０

由表１中还可以看出在相同的维数条件下，标准粒
子群算法 ＳＰＳＯ容易陷入局部最优陷阱，种群优化算法
ＧＳＯ算法寻优能力很强比标准粒子群算法有了明显的
改善，但是结果不如ＳＣＦＯ更接近理论值．ＤＣＦＯ算法和
标准 ＳＣＦＯ算法相比寻优结果有了一些改进，这说明摄
动增量的存在使得质子跳过局部最优值，保持了质子

的多样性，让更多的质子在全局空间进行搜索．
下面以 ｆ３为例说明优化结果．函数全局最优值是

１２，５６９，在 ｘｉ＝４２０９６８７，ｉ＝１，…，３０，函数的最优值分
布在决定空间的主对角线上，初始化时质子应该尽量

的远离对角线，以便于质子可以在决定空间中尽可能

的搜索．图１显示了各种算法在维数为３０，且 ＣＦＯ的质
子数为２４０，ＰＳＯ的粒子数为 ３０时的收敛轨迹．从图 １
中可以看出 ＤＣＦＯ算法在迭代 ５次内 ｆｉｔｎｅｓｓ会明显提
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高，大约在迭代６次时接近最优值，而在迭代５０次以后
ｆｉｔｎｅｓｓ增加缓慢，所以在图１中只绘出５０次以内的最优
值变化情况．而其他的算法，标准 ＰＳＯ算法会陷入局部
最小错过全局最优值，种群优化算法 ＧＳＯ收敛速度缓
慢，标准 ＣＦＯ算法收敛速度有所改善，但是比起 ＤＣＦＯ
收敛要慢，这主要是因为标准 ＣＦＯ算法在迭代过程中，
质子会不断的陷入局部最优的“陷阱”中，接着通过质

子间万有引力的作用将部分质子“拉出”，这从一定程

度上影响了收敛的速度，而摄动理论的引入，可以帮助

改善这种问题．由于摄动增量的存在使得质子直接跳
过局部最优，提高了收敛的速度．

衡量质子是否收敛到最优解的参数是质子与最优

质子间的平均距离．

Ｄａｖｇ＝
１

Ｌ·（Νｐ－１）∑
Ｎｐ

ｐ＝１
∑
Ｎｄ

ｉ＝１
［ｘｐ，ｊｉ －ｘｐ，ｊｉ ］槡 ２ （２７）

其中 ｘｐ，ｊｉ 表示质子ｐ在第ｊ次迭代中第ｉ维的坐标值，
ｐ表示 ｊ次迭代中最优质子．另外

Ｌ＝ ∑
Ｎｄ

ｉ＝１
（ｘｍａｘｉ －ｘｍｉｎｉ）槡 ２ （２８）

这是搜索空间主对角线的长度，ｘｍｉｎｉ≤ｘｉ≤ｘｍａｘｉ，ｉ＝１，
…，Ｎｄ，ｘｍｉｎｉ 和ｘｍａｘｉ 是第ｉ维坐标的最大值与最小值．

在ＣＦＯ算法中平均距离 Ｄａｖｇ随迭代次数变化的曲
线如图２所示，平均距离有波动性，总是不断的上下振
动．平均距离不断的上下波动性说明了 ＣＦＯ算法迭代
中质子陷入局部最优的“陷阱”，然后在质子间万有引

力的作用下又不断的从局部最优中被“拉出”，继续在

全局范围搜索最优解．对其他几个函数的实验同样可
以得到类似的结论．图 ３是 ＤＣＦＯ算法平均距离曲线，
由于摄动增量存在使得质子可以绕过其中一些局部最

优值，所以曲线的波动有了相当的改善．避免质子陷入
局部最优的“陷阱”，有效的提高了搜索的速度和精度．

在平均距离公式中有个 Ｌ的因子，这相当于搜索
空间主对角线的长度，在迭代的后期各个质子距离越

来越近，主对角线的长度越来越小，分母的减小直接导

致了最后平均距离值的增加．所以在迭代后期平均距
离曲线的升高．

目前还没有理论来解释 Ｄａｖｇ曲线的这一现象，然而 Ｄａｖｇ
的曲线和天体中的ΔＶ曲线很相似，参见文献［２０］，该
文献详细比较了 Ｄａｖｇ和ΔＶ曲线的相似性．ＣＦＯ算法通
过天体数学分析理论推导得出，所以两者间会有相似．
这也说明了，天体力学中的理论可以应用在算法中．

６ 结论

本文针对 ＣＦＯ算法局部收敛的问题，根据天体力
学摄动理论对 ＣＦＯ迭代算法进行了改进，利用摄动增
量的作用使得质子跳过了一些局部最优解，从一定程

度上提高了算法收敛的速度和精度，最后的仿真实验

表明基于摄动的 ＣＦＯ算法与标准 ＣＦＯ算法相比，收敛
结果更精确，收敛速度更快．说明利用摄动理论的改进
是行之有效的方法．
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